
CHAPTER 8: CONFIDENCE INTERVAL ESTIMATION:
ONE POPULATION

Point Estimators vs. Interval Estimators

� A point estimator of a population parameter is
a function of the sample information that yields
a single number

� An interval estimator of a population parame-
ter is a function of the sample information that
yields a range, or interval, in which the parame-
ter is likely to fall
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Properties of Point Estimators

Unbiased Estimators and Their E¢ ciency

� The estimator �̂ is said to be an unbiased es-
timator of the parameter � if the mean of the
sampling distribution of �̂ is �:

E(�̂) = �

That is to say if the sampling prosedure is re-
peatedmany times, then on the average the value
obtained for an unbiased estimator will be equal
to the population parameter
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� For ex. in the case that E(�x) = � and E(s2) =
�2, we say that the sample mean and variance
is unbiased (point) estimators of the population
mean and variance

� If E(�̂) 6= �, then we say that �̂ is a biased esti-
mator of � and the bias can be found as

Bias(�̂) = E(�̂)� �
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� Let �̂1 and �̂2 be two unbiased estimators of �.
Then �̂1 is said to be more e¢ cient than �̂2 if

V ar(�̂1) < V ar(�̂2)

and the relative e¢ ciencies of estimators:

Relative efficiency =
V ar(�̂2)

V ar(�̂1)
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� Örnek: X1; X2; :::; Xn; ortalamalas¬� ve varyasy-
onu �2 olan bir normal da¼g¬l¬mdan rastgele seçilmi̧s
bir örneklemin elemanlar¬olsun

�Örneklemortalamas¬populasyon ortalamas¬n¬n
yans¬z tahmin edicisidir, ve varyasonu da a̧sa¼g¬-
daki gibi bulunur

V ar( �X) =
�2

n
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�Örneklemmedyan¬da populasyon ortalamas¬n¬n
yans¬z tahmin edicisidir, ve varyasyonu da şu
şekilde bulunur

V ar(Median) =
�

2

�2

n
= 1:57

�2

n

�Bu iki tahmin edici kaŗs¬la̧st¬r¬ld¬¼g¬nda ise or-
talama daha etkin ç¬kacakt¬r

Relative efficiency =
V ar(Median)

V ar( �X)
= 1:57
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� Sonuç olarak hem ortalama hemmedyan beklen-
tisel olarak populasyon ortalamas¬n¬verseler de,
ortalama populasyo¬n ortalamas¬n¬n daha etkin
bir tahmin edicisidir. Medyan¬n ortalama ile ayn¬
varyans¬vermesi için%57 daha fazla data kullan-
mas¬laz¬md¬r

V ar( �X) =
�2

n1
= 1:57

�2

n2
= V ar(Median)

) n2 = 1:57n1
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� If �̂ is an unbiased estimator of the parameter
�; and no other estimator has smaller variance,
then �̂ is said to be the most e¢ cient of minimum
variance unbiased estimator of �
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Choice of Point Estimator

� Even though unbiasedness is a desirable prop-
erty, an estimator giving small bias with small
variance may be more desirable than an unbi-
ased estimator with high variance. As a result
we need a measure to choose among estimators.
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� One measure of the expected closeness of an es-
timator �̂ to a parameter � is its mean squared
error

MSE(�̂) = E[(�̂ � �)2]
and it can be shown that

MSE(�̂) = V ar(�̂) + [Bias(�̂)2]

which takes into account both the variance and
the biasedness of an estimator
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� Örnek: X1 ve X2 ortalamas¬�, ve varyans¬�2
olan bir populasyona ait 2 rassal gözlem olsun-
lar. Aşa¼g¬dakiler de ��nün nokta tahmin edici-
leri olsunlar

�1 =
1

2
X1+

1

2
X2 �2 =

1

4
X1+

3

4
X2 �3 =

1

3
X1+

2

3
X2

a-) Her bir tahmin edicinin yans¬z tahmin edici (un-
biased estimator) oldu¼gunu gösteriniz
b-) Bunlardan hangisi en etkin tahmin edicidir?
c-) X1 tahmin edicisinin di¼ger iki tahmin ediciye
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göre göreli etkinli¼gini (relative e¢ ciency) bulunuz

Cevap: a-)

Bias(�1) = E(�1)� � = E(
1

2
X1 +

1

2
X2)� �

=
1

2
E(X1) +

1

2
E(X2)� � =

1

2
� +

1

2
�� � = 0

Bias(�2) = E(�2)� � = E(
1

4
X1 +

3

4
X2)� �

=
1

4
E(X1) +

3

4
E(X2)� � =

1

4
� +

3

4
�� � = 0
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Bias(�3) = E(�3)� � = E(
1

3
X1 +

2

3
X2)� �

=
1

3
E(X1) +

2

3
E(X2)� � =

1

3
� +

2

3
�� � = 0
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b-) X1 ve X2 rassal olduklar¬ndan aralar¬ndaki
covaryans¬0 kabul edersek

V ar(�1) = V ar(
1

2
X1 +

1

2
X2)

=
1

4
V ar(X1) +

1

4
V ar(X2) =

1

2
�2

V ar(�2) = V ar(
1

4
X1 +

3

4
X2)

=
1

16
V ar(X1) +

9

16
V ar(X2) =

5

8
�2
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V ar(�3) = V ar(
1

3
X1 +

2

3
X2)

=
1

9
V ar(X1) +

4

9
V ar(X2) =

5

9
�2

c-)

Relative efficiency =
V ar(�2)

V ar(�1)
=
5=8�2

1=2�2
= 1:25

Relative efficiency =
V ar(�3)

V ar(�1)
=
5=9�2

1=2�2
= 1:11
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Interval Estimation

� An interval estimator of a population parameter
is a rule for determining a range, or interval, in
which the parameter is likely to fall. The corre-
sponding estimate is called an interval estimate

� Örnek: Farzedelim ki rassal bir örneklem kulla-
narak populasyon parametresi olan ��y¬tahmin
etmeye çal¬̧s¬yoruz. Bu rassal örneklemden bul-
maya çal¬̧saca¼g¬m¬z 2 tane rassal de¼gi̧sken A ve
B öyle olsun ki

P (A < � < B) = :9
16
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burada ��n¬n %90 ihtimalle içinde bulunaca¼g¬ar-
al¬¼g¬bulmaya çal¬̧s¬yoruz. A ile B aras¬ndaki ar-
al¬k güven aral¬¼g¬tahmin edicisi (con�dence in-
terval estimator) diye adland¬r¬l¬r.
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� If there are two random variables such that
P (A < � < B) = 1� �

and a and b are speci�c realizations of A and B,
then

�the interval from a to b is called the 100(1 �
�)% con�ence interval of �

�the quantity 100(1 � �)% is called the con�-
dence level of the interval
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Con�dence Interval Estimation for the Mean of a Normal Dis-
tribution: Population Variance Known

� Örnek: Ortalamas¬�, standart sapmas¬� olan
normal da¼g¬l¬ma sahip bir populasyondan n ele-
manl¬bir X örneklemi seçip bununla populasy-
onun ortalamas¬n¬aral¬k tahmini ile bulmak is-
tersek;

�%90�l¬k güven aral¬¼g¬bulmak isteyelim. Bu du-
rumda iki kenardan da %5�lik bölümü at¬yoruz

� Sa¼g taraftan att¬¼g¬m¬zda ilgilendi¼gimizZ de¼gerinin
1:645 oldu¼gunu, sol taraftan att¬¼g¬m¬zda ise bunun
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simetri¼gi olan �1:645 olaca¼g¬n¬bulabiliriz
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� Art¬kZ de¼gerleri kullan¬larakX da¼g¬l¬mdaki %90
güven aral¬¼g¬bulunabilir

� Öncelikle bu örneklem da¼g¬l¬n¬n standart nor-
male şu şekilde çevrildi¼gini hat¬rlayal¬m

Z =
�x� �
�=
p
n
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� Dolay¬s¬yla
0:90 = P (�1:645 < Z < 1:645)

�1:645 < �x� �
�=
p
n
< 1:645

�1:645�p
n

< �x� � < 1:645�p
n

�x� 1:645�p
n

< � < �x +
1:645�p
n
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� Örnek: Standart sapmas¬6 olan bir normal da¼g¬l¬m-
dan seçilmi̧s 16 elemanl¬bir örneklemin ortala-
mas¬25 ise populasyon ortalamas¬n¬n %90 güven
aral¬¼g¬n¬bulal¬m
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� Verilenler: �x = 25 � = 6 n = 16

�%90 güven aral¬¼g¬

�x� 1:645�p
n

< � < �x +
1:645�p
n

dolay¬s¬yla

25� 1:645 � 6p
16

< � < 25 +
1:645 � 6p

16

son olarak
22:5 < � < 27:5
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� Güven aral¬¼g¬örneklemin ortalamas¬kullan¬larak
hesaplan¬r. Dolay¬s¬yla farkl¬ örneklemler kul-
lan¬ld¬¼g¬nda (�) için a̧sa¼g¬daki gibi güven aral¬k-
lar¬elde edilebilecektir
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� Görüldü¼gü gibi bu güven aral¬klar¬n¬n ço¼gu (yeter-
ince tekrarland¬klar¬nda %90�¬) ��yü içermekte-
dir

� Güven aral¬klar¬n¬n genel şekli
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�%90�un d¬̧s¬nda en çok kullan¬lan güven aral¬klar¬
%95 ve %99�dur

� Bunlar için � de¼gerleri s¬ras¬yla %5 ve %1
� z de¼gerleri ise

F (z�=2) = F (z0:025) = 1:96

F (z�=2) = F (z0:005) = 2:575
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� Örnek: Ufak toz şeker paketlerinin a¼g¬rl¬¼g¬n¬n
normal da¼g¬ld¬¼g¬n¬ve standart sapmalar¬n¬n 1.2
gr oldu¼gunu kabul edelim. Rassal bir şekilde
seçilmi̧s 25 tane şeker paketinin ortalama a¼g¬r-
l¬¼g¬n¬n 19.8 gr olsun. Üretilen tüm toz şeker
paketlerinin ortalama a¼g¬rl¬¼g¬için %95 güven ar-
al¬¼g¬n¬bulunuz

�Soruda verilenler: �x = 19:8 � = 1:2 n = 25

�Ayr¬ca: 100(1� �) = 0:95 ) � = 0:05
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�Bu ise kenarlardan %2.5�lik bir k¬s¬m atmay¬
gerektirir

F (z:025) = :975 ) z:025 = 1:96

�Dolay¬s¬yla populasyon ortalamas¬��n¬n %95
güven aral¬¼g¬

�x�
z�=2�p
n
< � < �x +

z�=2�p
n

19:8� 1:96 � 1:2p
25

< � < 19:8 +
1:96 � 1:2p

25
19:33 < � < 20:27
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�E¼ger bu güven aral¬¼g¬üzerinde sorudaki veri-
lerin de¼gi̧siminin etkisini incelersek
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Con�dence Interval Estimation for the Mean of a Normal Dis-
tribution: Population Variance Unknown: The t Distribution

� For a random sample from a normal pupulation
with mean � and variance �2, the random vari-
able �X has a normal distribution with mean �
and variance �2=n; i.e.

Z =
�X � �
�=
p
n

has the standard normal distribution.

31
Ozan Eksi, TOBB-ETU



� But if � is unknown, usually sample estimate is
used;

t =
�X � �
sx=
p
n

In this case the random variable t follows the
Student�s t distribution with (n � 1) degrees of
freedom
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� A random variable having the Student�s t distri-
bution with � degrees of freedomwill be denoted
t�. Then t�;� is the number for which

P (t� > t�;�) = �
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� A 100(1� �)% con�dence interval for the popu-
lation mean, variance unknown, given by

�x� tn�1;�=2
sxp
n
< � < �x + tn�1;�=2 �

sxp
n
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� Örnek: Rassal bir şekilde seçilmi̧s 6 araban¬n ga-
lon/mil cinsinden yak¬t tüketimleri̧su şekildedir:
18.6, 18.4, 19.2, 20.8, 19.4 ve 20.5. E¼ger bu ara-
balar¬n seçildi¼gi populasyona ait arabalar¬n yak¬t
tüketimi normal da¼g¬l¬yorsa, bu populasyonun
ortalama yak¬t tüketimi için %90 güven aral¬¼g¬n¬
bulunuz

�Populasyon varyans¬verilmedi¼ginden önce örnek-
lemvaryans¬n¬hesaplay¬p önceki sayfadaki for-
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mülü kullanabiliriz. Örneklem varyans için

i xi x2i
1 18.6 345.96
2 18.4 338.56
3 19.2 368.64
4 20.8 432.64
5 19.4 376.36
6 20.5 420.25

Sums 116.9 2,282
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� Dolay¬syla örneklem ortalamas¬

�x =

nP
i=1
xi

n
=
116:9

6
= 19:5

örneklem varyans¬

s2 =

nP
i=1
(xi � �x)2

n� 1 =

nP
i=1
x2i � �x

2

n� 1 =
22822 � 6 � 19:52

5
= :96

ve standart sapmas¬

sx =
p
:96 = :98
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� Arad¬¼g¬m¬z güven aral¬¼g¬

�x�
tn�1;�=2 � sxp

n
< � < �x +

tn�1;�=2 � sxp
n

where n = 6 �=2 = :10=2 = :05 ) t5;:05 =

2:015

19:48� 2:015 � :98p
6

< � < 19:48 +
2:015 � :98p

6

dolay¬s¬yla

18:67 < � < 20:29
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� Örnek: Bir sektördeki şirket birlȩsmelerinin şir-
ket kârlar¬na etkisi incelendi¼ginde, örneklemolarak
seçilmi̧s 17 tane birlȩsmi̧s şirketin kârl¬l¬¼g¬n¬n art¬̧s¬n¬n
ortalamas¬%17, standart sapmas¬da .440 olmu̧s-
tur. Toplam şirket populasyonunun kârl¬l¬¼g¬n¬n
normal da¼g¬ld¬¼g¬n¬varsayarsak, bu da¼g¬l¬m¬n or-
talamas¬için %95 güven aral¬¼g¬nedir?
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�x�
tn�1;�=2 � sxp

n
< � < �x +

tn�1;�=2 � sxp
n

where n = 17 �=2 = :05 t16;:025 = 2:12

:105� 2:12 � :44p
17

< � < :105 +
2:12 � :44p

17

�:121 < � < :331
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� Farkl¬ güven aral¬klar¬n¬n sonucu ise a̧sa¼g¬daki
gibidir. Bu say¬lar¬ç¬karmaya çal¬̧sarak al¬̧st¬rma
yapabilirsiniz
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Con�dence Interval Estimation for Population Proportion (Large
Samples)

� Bir populasyondan seçilecek n elemanl¬bir örnek-
lemdeki ba̧sar¬ya da tekrar olay¬n¬p̂x ile, popu-
lasyondaki ba̧sar¬ihtimalini deP ile gösterdi¼gimizde,
a̧sa¼g¬daki rassal de¼gi̧skenin standart normal da¼g¬la-
ca¼g¬ndan bahsetmi̧stik

Z =
p̂� E(p̂)
�p̂

, where E(p̂) = P , �2p̂ =

r
P (1� P )

n
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� E¼ger yukar¬daP bilinmez ve örneklem say¬s¬yeter-
ince fazla ise (n � p � (1� p) > 5), yakla̧s¬k olarak
sa¼glanacak şu ȩsitlik kullan¬l¬rr

P (1� P )
n

'
r
p̂(1� p̂)
n

ve a̧sa¼g¬daki de¼gi̧skenin de standart normal da¼g¬ld¬¼g¬
kabul edilir

Z =
p̂� Pp
p̂(1� p̂)=n
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� 100(1� �)% co¬n�dence interval for the popula-
tion proportion can be obtained as

1� � = P (�z�=2 < Z < z�=2)

= P (�z�=2 <
p̂� Pp
p̂(1� p̂)=n

< z�=2)

which �nally implies that

p̂� z�=2

r
p̂(1� p̂)
n

< P < p̂ + z�=2

r
p̂(1� p̂x
n
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� Örnek: Şirketlere eleman al¬m¬için yeni mezun
olmu̧s ö¼grencilerle görü̧sen 142 ki̧siye, ö¼grenci-
lerinin notlar¬n¬n i̧se al¬mlar¬nda ne derece etkili
oldu¼gu sorulmu̧stur. 87 tanesi çok önemli oldu¼gunu
belirtmi̧stir. Ayn¬ soru benzer i̧si yapan tüm
ki̧silere sorulsa (populasyon), bu 87 ki̧siyle ayn¬
şekilde dü̧sünenlerin oran¬n¬n%95 güven aral¬¼g¬n¬
hesaplay¬n¬z
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�Kullanaca¼g¬m¬z formül

p̂�z�=2

r
p̂x(1� p̂x)

n
< P < p̂+z�=2

r
p̂(1� p̂)
n

�p̂ = 87=142 = :613 z�=2 = z:025 = 1:96

:613�1:96
r
:613 � :387
142

< P < :613+1:96

r
:613 � :387
142

:533 < P < :693
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� Örnek: 344 ki̧silik bir örneklemde, 83 ki̧si bir
soruya evet cevab¬n¬vermi̧stir. Populasyondaki
insanlar¬n tümüne bu soru sorulsa evet cevab¬
verenlerin yüzdesini içerebilecek %90 güven ar-
al¬¼g¬n¬bulunuz
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� Kullanaca¼g¬m¬z formül

p̂x� z�=2

r
p̂(1� p̂)
n

< P < p̂+ z�=2

r
p̂(1� p̂)
n

� p̂ = 83=344 = :241 z�=2 = z:05 = 1:645

:241�1:645
r
:241 � :759
344

< P < :241+1:645

r
:241 � :759
344

:203 < P < :279
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�Aşa¼g¬daki farkl¬güven aral¬klar¬n¬n sonucunu
kendiniz ç¬karmay¬deneyebilirsiniz
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Con�dence Interval Estimation for the Variance of a Normal
Distribution

� As we have seen before, if a random sample of n
observations from a normally distributed popu-
lation with variance �2 and sample variance s2

is taken, the random variable

�2n�1 =
(n� 1)s2
�2

follows a �2 (chi-square) distribution with n�1
degrees of freedom.
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� Let�s we de�ne �2n�1;� as the number for which

P (�2n�1 > �
2
n�1;�) = �

it can also be shown by the following �gure
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� Örnek: 6 serbestlik derecesi olan bir Ki-kare da¼g¬l¬m¬n¬n
%95�inden büyük olan say¬nedir?

�Sorulan
P (�26 > �

2
6;:05) = :05

�Cevap
�26;:05 = 12:59
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� Örnek: Daha önce basedilen 6 serbestlik dereceli
ki-kare da¼g¬l¬m¬için bu da¼g¬l¬m¬n ortalamas¬n¬n
etraf¬ndaki %90�¬n¬içeren say¬çiftini bulal¬m
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�·Ilk önce � de¼geri

1� � = 0:9 � = 0:1

�dolay¬s¬yla

P (�26;:95 < �
2
6 < �

2
6;:05) = 0:9

�ve istenilen de¼ger

P (�26;:95) = 1:64 and �26;:05 = 12:59
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� Suppose there is a random sample of n observa-
tions from a normal distribution with unknown
variance, �2. If the observed sample standart
deviation is s, then the 100(1 � �)% con�dence
interval for the population variance is given by

1� � = P ((n� 1)s
2

�2
n�1;�=2

< �2 <
(n� 1)s2

�2
n�1;1��=2

)
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� Örnek: A¼gr¬kesici ilaçlar¬n 15 elemanl¬bir örnek-
leminde aktif madde içeri¼gi %8 standart sapma
göstermi̧stir. Bu ilaçlar¬n populasyonunun varyan-
s¬n¬n %90�l¬k güven aral¬¼g¬n¬bulunuz

(n� 1)s2X
�2
n�1;�=2

< �2 <
(n� 1)s2X
�2
n�1;1��=2

14 � :82
23:68

< �2 <
14 � :82
6:57

:378 < �2 < 1:364
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Con�dence Interval Estimation: Finite Populations

� Bu chapter boyunca analizini yapt¬¼g¬m¬z bir çok
konu için arka planda yapt¬¼g¬m¬z bir kabullenme
vard¬. Bu da populasyona oranla örneklemdeki
eleman say¬s¬n¬n populasyonun tümüne göre küçük
oldu¼guydu (n < 0:05N). E¼ger bu ko̧sul sa¼glan-
mazsa örneklemlerin birbirinden ba¼g¬ms¬z da¼g¬ld¬¼g¬n¬
varsayamay¬z ve yukar¬daki pek çok formülde bir
düzeltme geretir. Burada bunun detay¬na gir-
miyoruz
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